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摘要 : 设 2 为 素数 ,” 为 任意 的 正 整数 ,Smarandache 原本 数 S$,(2z) 表示 最 小 的 正 整 数 &, 使 得 
思 | 即 SO) 一 minteEN:D AI ) 利用 初等 数论 方法 研究 方 各 S,(1) 十 S,(6) 十 S, (15) 


至 二 > 一 “| 的 可 解 性 ,并 给 出 该 方程 的 所 有 正 整数 解 
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An equation involving the Smarandache primitive 


function and hexagonal numbers 
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Abstract: For any positive integer 2 ，let 训 be a prime，the Smarandache Primitive function 9，(72) 
means the smallest positive integer &_ such that 思 "|R lthatisS GO) 一 min(eE Ni: 思 |RL) .By 
sing the elementary number theory method,the solvability of the equation S，(1) 十 S，(6) 十 S，(15) 十 


4723 十 372 一 7 
6 


… 十 3020C27 一 1)) 一 吕 | 


】 is studied,and all positive integer solutions for this equar 


tion are given. 
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引言 及 结论 
设 2 为 素数 ,” 为 任意 的 正 整 数 ,Smarandache 原 本 数 S,(2z) 定义 为 最 小 的 正 整 数 & 使 得 交 | & 小 即 
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SO) 一 min(eE Ni: 1 例如 S; (1) = 2,S: (2)= S$ 03) 一 4,S; (4) 一 6,… 在 文献 [1] 中 的 第 47 ， 
48 和 49 个 问题 中 ,Smarandache 教授 建议 研究 画 数 S,(z) 的 性 质 .为 了 方便 起 见 , 称 本 数 S, (2z) 为 
Smarandache 原 函数 . Smarandache 原 函 数 S$, (2 ) 与 著名 的 Smarandache 本 数 S(2z) 之 间 有 着 非常 紧密 的 联系 ， 
这 里 SCz) = min(tm2 :2 EN 7 1 ) .由 So) 的 定义 容易 得 到 SCp) = 训 , 且 当 ) 夭 4 和 天 六 时 ,SGz) 一 
2, 因此 有 


[z] 
r(z) 一 一 1 十 》， 已 汪 
其 中 ,r(z) 表示 小 于 z 的 素数 的 个 数 , 
Smarandache 本 数 S(>z) ,Smarandache 原 函 数 S, (2 ) 以 及 关于 Smarandache 原 函 数 方程 的 研究 是 数论 中 
一 个 重要 课题 ,因此 许多 学 者 对 此 有 研究 张 文 鹏 等 汪 给 出 了 S, (>z) 一 个 有 趣 的 渐进 公式 , 即 对 任意 给 定 
的 素数 2 和 任意 的 正 整数 ", 有 


人 0 


李 洁 坟 ; 研究 了 方程 
7 (72 十 | 


SG) 二 SC) 十 … 十 SCDO 一 So 人 5 


的 可 解 性 ,并 给 出 其 所 有 正 整数 解 ,它们 是 ， 一 1,2,…， [EE ,这 里 [z] 表示 不 超过 x 的 最 大 整数 . 


文献 L12-14] 研究 了 包含 一 类 自然 数 乘积 之 和 、 平 方 和 、 立 方 和 分 别 与 Smarandache 原 函 数 的 方程 可 解 性 问 
题 ,给 出 这 些 方程 的 全 部 正 整 数 解 .但 是 由 于 素数 分 布 的 不 规律 性 , 随 着 寡 次 的 增加 ,这 类 方程 的 求解 就 您 发 
困难 .之 后 , 付 瑞 琴 号 、 杨 海王 分 别 将 Smarandache 原本 数 和 Fibonacci 数 、Lucas 数 相 结合 ,运用 初等 数论 方 
法 研究 了 两 类 方程 的 可 解 性 ,并 给 出 其 全 部 正 整数 解 . 

六 边 形 数 是 指 能 排 成 正六 边 形 的 多 边 形 数 .第 ”个 六 边 形 数 可 以 用 六 = 2” (2 一 1) 求 得 .其 前 十 项 为 1 ， 
6,15,28,45,66,91,120,153,190. 每 一 个 六 边 形 数 都 是 三 角形 数 .第 ”个 六 边 形 数 同 时 是 第 (2” 一 1) 个 三 角形 
数 .1830 年 勒 让 德 证 明了 任何 大 于 1791 的 整数 都 能 表达 成 最 多 4 个 六 边 形 数 之 和 . 设 M, 是 一 个 梅森 素数 , 那 
么 M, 与 六 ,之 间 存 在 关系 式 

Mi2 和 一 MiCM 十 D712 一 Po 一 Pi 
对 于 奇 完 美 数 所 知 甚 少 ,目前 可 知 每 一 个 偶 完 美 数 都 是 六 边 形 数 .使 用 sigma 求 和 方法 可 以 将 第 ”个 六 边 形 数 


7 一 1 
表示 为 人 ,一 >， (4 十 1). 


本 文 运用 初等 方法 研究 包含 Smarandache 原 函 数 与 六 边 形 数 的 方程 
473 十 3722 一 全 


S, GD 十 S, (6 十 … 十 So 一 D) 一 So 人 


的 可 解 性 ,并 给 出 其 所 有 正 整数 解 . 即 证 明 
定理 1 兮 思 为 给 定 的 素数 ,” 为 任意 的 正 整数 , 则 方程 


0 全 于 于 5021 对 蝇 | 


仅 有 有 限 个 正 整数 解 , 即 
(1) 当 放 = 2 时 ,方程 仅 有 一 个 解 必 = 1; 
(2) 当 思 为 3,7,17 或 19 时 ,方程 的 解 为 2 一 1,2; 
(3) 当 丸 为 5 或 11 时 ,方程 的 解 为 2 一 1,2,3; 
(4) 当 刀 = 13 时 ,方程 的 解 为 2 一 1,2,3,4,5; 
(5) 当 刀 23 时 ,方程 的 解 为 姑 一 1,2，…, 7 


其 中 ,一 区 枉 本 WE | 由 


Lzj 表示 不 超过 z 的 最 大 整数 . 


4723 十 372? | 
6 
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2 几 个 引 理 
引 理 1 设 2 为 一 个 素数 ,” 为 任意 正 整数 ,S$,(”) 表示 Smarandache 原画 数 , 则 有 
一 炙 兴 去， 
二 小 二 有 
< DR,R 过户. 


证 明 “参阅 文献 L17 . 


引 理 ? 设 为 一 个 素数 ,为 任意 正 整 数 ,再 设 " 一 (2 , 羽 , 若 ”和 刀 满 足 久 || 4 那么 c 一 六 医 
这 1 


证 明 “参阅 文献 [18 ]. 
引 理 3 设 2 为 一 个 素数 ,” 为 任意 正 整数 , 则 一 定 存在 正 整数 j 满足 1 委 j 和 &(2R 一 1)( 一 1,2， 


…, 7) ,使 得 
9S，(1) 王 1 906) 王 1127902(C27 一 1)) 一 70 力 ， 


着 下 大 六 三 三 及 池 ， [ | 


证 明 ”可 由 S$,(n) 的 定义 ,以 及 引 理 1 和 引 理 2 的 结论 ,得 到 此 引 理 的 结论 . 
3 定理 1 的 证 明 


对 于 方程 
4723 十 372 一 7 ) 
6 9 


S, GD 十 S,(6) 十 十 SOC 一 1)) 一 8 中 
(TD) 当 2= 2 时 ,方程 则 变 为 
S,(1) 十 S;(6) 十 … 十 S;(n(22 二 1)) 一 5 


4723 十 3722 和 
6 。 
4 十 3 一 1 
6 
(b) 当 ?= 2 时 ,因为 S(1) 十 $,(6) 一 2 二 8>S$ 7) 一 8, 所 以 2 一 2 不 是 方程 的 解 ; 
(c) 当 寻 他 3 时 , 则 存在 正 整 数 2 满足 1 和 j 和 &(2 一 1),(R 一 1,2,……,2) 使 得 
S， (1) 王 27 9， (6) 三 27 …, 9 (00202202 一 1)) 一 27 ，， 
并 且 &(2 一 1) 去 [ 2 


于 是 有 


(a) 当 一 1 时 ,因为 SG) 一 2 一 | ) ,所 以 一 ] 是 方程 的 解 ; 


je 二 72 关 


SS (1) 十 9 06) 十 … 十 020272 一 1)) 王 20 十 1 十 … 十 7 ，). 
另 一 方面 ,注意 到 加 王 1, 王 4, 根 据 引 理 3 可 得 


| 7 十 … 十 7 ) |- 
人 


1 一 1] 一 


「2(07; 十 7 十 … 十 7 一 1) | 必 


=1 L 2 
可 全 | 
本 二 汪 ] y) | 122 本 本 2 了 |> 
册 册 本 交 co 区。 生 ]) -| 攻 | 2 en。 亚 |> 
i 一 2 生 ， 
7 772 


4723 十 3722 一 7 


二 直人 2 一 6 


根据 引 理 2 可 得 
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因此 


S， 性 十 3722 一 7 


去 2(0m 二 


S; (1) 十 SS (6) 十 … 十 S (2(272 一 1)). 
综 上 所 述 , 当 = 2 时 ,方程 的 解 为 2 一 1. 
(ID 当 户 = 3 时 ,方程 则 变 为 


的 于 于 二 环 罗 于 各 于 5 二 全 订 三 S,( 


4723 十 372 一 人 
6 


4 十 3 一 1\ - 
一 三 二 】 ,所 以 一 ] 是 方程 的 解 ; 
(b) 当 7”= 2 时 ,S$;:(1) 十 S;(6) = 3 十 15= S$;(7) ,所 以 = 2 也 是 方程 的 解 ; 
(c) 当 7= 3 时 ,S;(1) 十 S;(6) 十 S: (15) 一 3 十 15 十 33 > S$;(022) ,所 以 7 = 3 不 是 方程 的 解 ; 
(d) 当 寻 人 4 时 , 则 存在 正 整数 7 满足 1 和 甩 过 AR 一 1), (一 1,2,…,72) 使 得 
9 (1) 王 37 ,9 (06) 一 3 9 (27202727 一 1)) 王 37 ， 


(al) 当 7 一 1 时,S;,(1) 一 总 


并 且 &(2 一 1) 雯 3 24= 1,2，…,22). 


| 
从 而 

9S3(1) 十 S3:(06) 十 … 十 S3(02(022 一 1)) 一 30 十 7 十 … 十 7 ). 
另 一 方面 ,注意 到 1 ,772， 5 ,7723 11 ,根据 引 理 3 可 得 


>， 「3(7721 772 2 770，) =- 
3 


「3(07; 十 7 十 … 十 7 一 1) “| 


一 [3( 2 十 … 十 7 一 1) 十 2 
0 | 701 十 7]22 区 二 


本 斋 训 1 六 [2 77Z 2 人 1) | | 了 | 亚 一 | > 
一 2 上 
mi 十 Cos 十 D 十 (Cos 十 急 十 (oa 至 |) HH 二 于 | 
汪 0 
下 一 2 


根据 引 理 2 可 得 


3 (4n3+3n2 一 16 | (3(771 | 7103 | | 7 ) 1) 1 
从 而 


S， 多 十 3722 一 7 


6 ] 去 30m 7]1Z2 cs 770，) 1 一 


3(71 十 7 十 … 十 7 ) 一 9 (1) 十 93(02) 十 … 十 93(02(0272 一 1)). 
综 上 所 述 , 当 = 3 时 ,方程 的 解 为 2 一 1,2. 当 尹 =7,17,19 时 ,利用 类 似 的 方法 可 推出 = 1,2 是 方程 的 解 . 
(了 ) 当 尹 = 5 时 ,方程 则 变 为 


95(1) 十 95(06) 十 … 十 95(2(022 一 1)) 一 9 


(人 十 372 一 ?】 
表 6 。 


全 一 ) , 故 72 王 1 是 方程 的 解 ; 


(b) 当 )”= 2 时 ,S;(1) 十 S;(6) = 5 十 25= S;(07), 故 2 = 2 是 方程 的 解 ; 
(c) 当 7 一 3 时 ,S;(1) 十 S: (6) 十 S; (15) 王 5 十 25 十 65 王 S:(022), 故 7 一 3 也 是 方程 的 解 ; 


(a) 当 #” 一 1 时 ,S,(1) = 5 一 Sa 
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(d) 当 7= 4 时,S;(1) 十 S; (6) 十 S; (15) 十 S (28) 一 95 十 120 盖 S, (050) , 故 7 一 4 不 是 方程 的 解 ; 
(e) 当 ? 关 5 时 , 则 存在 正 整数 ? 满足 1 甩 力 过 &(2 一 1), (三 1,2,…,72) 使 得 
9j(1) 一 572 95(6) 一 572 ,95 (202(272 一 1)) 一 572，， 
并 且 &(2 一 D 去 22 (有 一 12 


i 一 1 
从 而 

Si(1) 十 Si (6) 十 … 十 S$5(02(022 一 1)) 一 507 十 7 十 … 十 7 ). 
另 一 方面 ,注意 到 1 ,772， 5 ,7773 13 ,724 一 24 根据 引 理 3 可 得 


光 了 7]1Z2 2 772，) |- 
: D 


「5(72 十 7 十 … 十 7 一 1) |- 


=1 [L 
co j 
7]Z1 112 7] 1 攻 < 7I22 人 
co 5(7721 11Z2 723 十 7]74 1) 十 4 125 十 104 十 … 十 770， 
人 5 > 
一 2 二 


关 汪 的 起 半 和 于 6 二 区 水 人 十 鸭 沁 (wm 光 必 有 本 信 ES 攻 汪 


1 一 1 1 一 1 


473 十 372 一 7 


1 十 6 十 15 十 28 十 … 十 (2(272 一 1)) 6 


根据 引 理 2 得 


5 (4n3 十 322 一 ?16 | (5(7771 | 7103 | 2 | 7 ) 1) 1 


从 而 


3 昭王 
Si( 至 二 和 一 2) < 50m 让 二 


6 
9ji(1) 十 95(06) 十 … 十 9j(02(0272 一 1)). 
综 上 所 述 , 当 户 = 5 时 ,方程 的 解 为 2 一 1,2,3. 当 户 = 11 时 ,利用 同样 的 方法 可 推出 = 1,2,3 是 方程 的 解 . 
(V) 当 沁 = 13 时 ,方程 则 变 为 


3 2 
SG) 十 S 6) 十 … 十 SO 一 1)) 一 人 (名 “| . 


6 


| , 故 7 王 1 是 方程 的 解 ; 


(b) 当 7=2 时 ,Ss() 十 Sa(6) = 13 十 78= Sa(7), 故 = 2 是 方程 的 解 ; 

(c) 当 ? 一 3 时 ,SG) 十 Sa(6) 十 Sis(15) 一 91 十 182= Su(22), 故 2 一 3 是 方程 的 解 ; 

(d) 当 7= 4 时 ,Sa(1) 十 Sis(6) 十 Sa3(15) 十 Ss(28) = 273 十 338= Si(50), 故 7 一 4 是 方程 的 解 ; 

(e) 当 7= 一 5 时 ,Sis(1) 十 Sa(6) 十 Sa(15) 十 Sa(28) 十 Sa(45) 一 611 十 546 一 Si3(95), 故 一 5 也 是 
方程 的 解 ; 

(人 汝 = 6 时 ， 

Sa(1) 十 Sas(6) 十 Sas(15) 十 Sa(28) 十 Sis(45) 十 Sas(66) 一 1963 二 Sis(161). 

故 一 6 不 是 方程 的 解 ; 

(g) 当 交 三 7 时 , 则 存在 正 整数 z 满足 1 过 js 过 &(2 一 1),(R 一 1,2,…,72) 使 得 

Si(1) 一 137 93 06) 一 137 93 (20027272 一 1)) 一 1377，， 


并 且 &( 隐 一 1) 去 [2 | (& 一 1,2，…,72)， 
i 一 1 
从 而 


人 省 元 全 二 时 用 证 JE 3 王 | 
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Sa3(1) 十 93(06) 十 … 十 9302(022 一 1)) 一 130 十 7 十 …772，). 
另 一 方面 ,注意 到 7]21 1,772， 6 ,7773 14 ,7724 一 26 ,7775 一 42 ,7726 62 ,根据 引 理 3 可 得 


队 「 13(7; 十 7 十 … 十 7 ) |- 


呈 1 [上 13 


co 


》， 「13(772 112Z2 CA 7IZ7 1) | 12 | 
1 13， 


会: 13 


半 3 2 1 12 
滞 7 这 1 》， | (7721 7]22 7726 ) | | 


rc])> 


半 二 让 


1 十 6 十 15 十 … 十 (2(22 一 1)) 


473 十 372 一 7 
6 
根据 引 理 2 可 得 


4723 十 3722 一 刀 


13 |1(013G0m 十 7 十 …… 十 7 ) 一 1)1 


从 而 


j 和 13Cm 7 十 … 十 7 ) 一 1 一 


13(7 十 770 十 … 十 7 ) 一 
Sia(1) 十 Sa(6) 十 .十 SG0z(22 一 1))， 
综 上 所 述 , 当 = 13 时 ,方程 的 解 为 六 一 1,2,3,4,5. 
(V) 当 刀 三 23 时 ,方程 则 变 为 


3 六 
S,(1) 十 S, (6) 十 … 十 SC22 一 1)) 一 S ,人 se 人 


6 


Ca 当 包 - 二 :< 


十 
其 中 [z] 表示 不 超过 x 的 最 大 整数 . 
根据 引 理 1 可 知 


去 , 解 这 个 不 等 式 可 得 1 和 ” 过 2 ,其 中 


S (人 十 37 一 "| 上 人 十 37 一 "| 
6 6 
4712 十 372 一 7 


注意 到 , 当 1 二 ”过 时 ,2(22 一 1D) 挟 去 尹 ,由 引 理 1 和 引 理 2 可 得 


6 
SC) 十 9 06) 十 十 95020202 一 1)) 三方 X(GL 十 6 十 .十 20272 一 1)) 一 
3 的 
其 十 37 2 
6 
473 十 372 一 7 
s,( 6 上 


于 是 可 知 7 一 1 2，…，717 是 方程 的 解 . 


4723 十 372 一 7 


(b) 当 2(22 一 1) 脓 二 6 


, 解 这 个 不 等 式 可 得 罗 二 7 过] ,其 中 
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六 | 于 加 
户 下 。 
Lz] 表示 不 超过 > 的 最 大 整数 . 

从 而 根据 引 理 1 可 知 


8 全 二 光 二 "】 村 人 二 省 二 "】 


4723 十 372 一 ?| 


六 0 | 6 


因此 在 这 种 情形 下 方程 无 正 整数 解 . 
4723 十 3722 


(co) 当 7 三 履 十 1 时 ,也 就 是 一”(22 一 1) 二 一 , 则 一 定 存在 加 满足 1 过 力 过 有 R(2 一 


1)(R 一 1,2,…,72), 这 时 
9 (1) 王 7717 六 96) 王 112 力 9，(02(027 一 1)) 一 72 轧 . 


770 力 


并 且 ”(272 一 1) 去 六 | 隐 
i 二 1 
9(1) 十 39，06) 十 … 十 9 (002202 一 1)) 王 六 O2 十 7 十 … 十 772). 


5 
472， 十 372p ”一 7 


6 


| = 12, oo. 从 而 有 


1 工 之 如 ,二 1,722 一 06,703 一 19，…,72y 一 ?2 (272， 一 1) ,根据 引 


理 3 可 得 


阿 [| 忆 (7 十 7 十 … 十 72，) |- 
1 一 1 上 亡 - 
量 | 放生 12 十 十 770， 1) 十 刀 = 
i 一 1 上 亡 : 
j; 十 7 十 … 十 7 一 1 定 | 区 7102 下 1) 十 刀 -|> 
i 一 1 也 
co [< 772 2 en 772 ]) - 轧 避 
121 十 702 十 … 十 7 一 工 | 
一 2 轧 
阿 | 7722 十 772so+2 十 … 一 | 
1 一 1 亡 * 
2 国 
101 十 7 十 … 十 72oo 才 (mon | | 站 3 (mw | 2 和 
3 2 
1 十 6 十 … 十 2 (022 一 1) 十 十 2022 一 1) 二 
从 而 根据 引 理 2 可 得 
DOOR0006 | (pm 十 me 十 和 十 一 1]D! 


因此 


) 过 pm 7 十 … 十 7 ) 一 1 一 


4723 十 372 一 7 
全 


轧 (7; 十 7 十 … 十 72，) 一 

司 人 六 于 
在 这 种 情形 下 方程 也 无 正 整 数 解 . 
综 上 所 述 ,定理 得 证 . 
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